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У пропонованій роботі наведено термодинамічну теорію для нанодиспе-
рсних порошків фероелектриків різної структури, у тому числі й KDP-
кристалів як потенційних сорбентів Гідроґену. У роботі представлено 
статистичну теорію KDP-кристалів, розроблену на основі молекулярно-
кінетичних уявлень, яка уможливлює визначити, пояснити й обґрун-
тувати їхні фізичні властивості. Визначено температурну залежність 
параметра порядку, пропорційного ступеню спонтанної поляризації та 
деформації, а також з’ясовано умови, за яких фазовий перехід у KDP-
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кристалах виявляється перетворенням другого роду, близьким до пер-
шого. Проведено оцінку температури Êюрі фазового переходу, а також 
встановлено залежність параметра порядку від напружености зовніш-
нього електричного поля або зовнішньої орієнтованого механічного на-
пруження. Проведено оцінку конфіґураційної тепломісткости, її темпе-
ратурної залежности та перепадів у точці фазового переходу. Визначено 
температурні залежності прямої та оберненої діелектричних проникно-
стей (чи то сприйнятливости). Проведено перевірку слушности закону 
Êюрі–Вейсса для KDP-кристалів. 

In the given article, a thermodynamic theory for nanodispersed powders 
of ferroelectrics of various structures, including KDP crystals as potential 
hydrogen sorbents, is presented. The article presents the statistical theory 
of KDP crystals developed on the basis of molecular-kinetic concepts, 
which allows determining, explaining and substantiating their physical 
properties. The temperature dependence of the order parameter, which is 
proportional to the degree of spontaneous polarization and deformation, is 
determined, and the conditions, under which a phase transition in KDP 
crystals turns out to be a second-order phase transformation close to a 
first-order one, are elucidated. The Curie temperature of the phase transi-
tion is estimated, and the dependences of the order parameter on the in-
tensity of an external electric field or external oriented mechanical stress 
are established. The configurational heat capacity, its temperature de-
pendence and jumps at the phase-transition point are estimated. The tem-
perature dependences of the direct and inverse permittivities (or suscepti-
bility) are determined. The validity of the Curie–Weiss law for KDP crys-
tals is verified. 

Ключові слова: нанодисперсні порошки, KDP-кристали, впорядкуван-
ня, температура Êюрі, фазовий перехід, молекулярно-кінетичні уяв-
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1. ВСТУП 

KDP-сеґнетоелектрики (фероелектрики) — це ізоморфні кристали 
фосфатів і арсенатів Êалію, Рубідію, Цезію (KH2PO4, RbH2PO4, 
CsH2PO4, KH2AsO4, RbH2AsO4, CsH2AsO4) та їхні дейтеровані (час-
тково або повністю) аналоги. Воднораз заміна протію на дейтерій 
не змінює їхні фізичні властивості. 
 На практиці KDP-кристали широко використовуються для 
створення різноманітних електрооптичних пристроїв, особливо в 
лазерній техніці. Вони представляють собою змішані одновісні 
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кристали (сеґнетоелектрики, сеґнетоеластики й одночасно пірое-
лектрики та піроеластики). Ôізичні властивості KDP-кристалів 
більш прості порівняно з іншими фероелектриками. Вони зазна-
ють лише одного фазового переходу з пара- у ферофазу, мають 
лише одну вісь спонтанної поляризації та деформації. Темпера-
тури фазових переходів у поляризовану та спонтанно деформова-
ну фазу збігаються. Водночас фазовий перехід відбувається за 
однієї і тієї ж самої температури за її підвищення або понижен-
ня, тобто температурна гістереза відсутня. 
 Нанокристали KDP, як і різноманітні вуглецеві наноструктури 
[1–15], одержані різними методами [16–25], можуть використо-
вуватися в якості наповнювачів для створення нових композитів 
[26–29]. Окрім електрооптичного напряму, застосування KDP-
структур розглядається у антибактеріяльній біомедичній галузі 
за умови їхнього нанокристалічного стану [30]. Окрім того, поді-
бні структури можуть відігравати роль сорбенту Гідроґену, як і 
вуглецеві наноструктури [31–37] та багато інших перспективних 
металів [38–54] та їхніх стопів [55–63]. 
 Отже, дослідження KDP-кристалів представляє науковий і 
практичний інтерес. 
 Ôізичні властивості KDP-кристалів зазнають особливих змін 
[64–85] поблизу температури фазового переходу (рис. 1). Такі 
зміни проявляються у вигляді появи різких піків, зламів, згинів, 
стрибків на графіках залежностей відповідних характеристик. 
 KPD-кристали характеризуються наступними властивостями. 
 I. Ступінь їхньої спонтанної поляризації Р по осі с кристалу 
зменшується зі збільшенням температури: спочатку поступово, а 
у безпосередній близькості до температури Êюрі Т0 — різко, але 
неперервно [68, 74], тобто фазовий перехід є переходом другого 
роду, близьким до першого (рис. 1, а). 
 II. Наявність зовнішнього електричного поля або орієнтованого 
зовнішнього механічного напруження збільшує спонтанну поля-
ризацію або деформацію (рис. 1, б) [74]; воднораз характер зрос-
тання залежить від температури кристалу. 
 III. Питома тепломісткість С в точці Êюрі зазнає типового змі-
нення — різкого пікоподібного росту (рис. 1, в, г) [67, 69, 70, 78]. 
 IV. Діелектрична проникність у напрямку осі с с різко зростає 
у точці фазового переходу (рис. 1, д) [64, 65]. З пониженням те-
мператури для ТТ0 зростання величини с відбувається за гі-
перболічним законом до значення у 105; воднораз справедливим є 
закон Êюрі–Вейсса   

0
1 ( )с Т Т , і обернена діелектрична про-

никність поблизу критичної точки вище точки Êюрі лінійно зро-
стає з температурою [75]. Діелектрична проникність а в напрям-
ку, перпендикулярному до осі с, також є високою. Вище Т0 ве-
личина а слабко зростає з підвищенням температури, а нижче 
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температури Т0 вона понижується. 
 V. Êоефіцієнт теплопровідности  зазнає зламу у точці фазово-
го переходу (рис. 1, е) [76, 77]. Однак слід зазначити, що харак-
тер температурної залежности коефіцієнтів теплопровідности 
KDP-кристалів ще до кінця не вивчено. 
 VI. Лінійна спонтанна деформація X представляє собою зсув у 
площині, перпендикулярній осі с (рис. 1, ж) [66]. Верхня части-
на кривої на рис. 1, ж відповідає електричному полю напружені-
стю Е, паралельному напрямку поляризації, а нижня — полю, 
яке строго протилежне напрямку спонтанної поляризації. За те-
мператури Т0 верхня та нижня частини кривих сходяться, утво-
рюючи одну криву. 

  
     а         б 

 
в      г 

Рис. 1. Експериментальні графіки температурних залежностей: спон-
танної поляризації Р(Т) (а); тепломісткости С(Т) (в, г); прямої та обер-
неної діелектричних проникностей с(Т) (д); коефіцієнта теплопровідно-
сти (Т) (е); спонтанної деформації Х(Т) (ж); модулів пружности Cjj(Т) 
(з); модуля зсуву G(T) (і). Залежності спонтанної поляризації від на-
пружености електричного поля Р(Е) (б) KDP-кристалів поблизу темпе-
ратури фазового переходу (позначеної трикутничками  на осі абсцис 
кривих (а)) параелектрик–фероелектрик.1 



 ÔАЗОВІ ПЕРЕТВОРЕННЯ ПАРАЕЛЕÊТРИÊ–ÔЕРОЕЛЕÊТРИÊ 299 

 VII. Модуль пружности C11 у точці Êюрі Т0 зазнає порівняно 
слабкого змінення: має місце невелике стрибкоподібне збільшен-
ня та зменшення для зовнішніх електричних полів, спрямованих 
відповідно за та проти осі с (рис. 1, з) [72]. Модуль пружности C66 
зі зменшенням температури поблизу точки Êюрі падає до нуля 
[71]. 
 VIII. Модуль зсуву G в точці фазового переходу має аномалію у 
вигляді V-подібного мінімуму (рис. 1, і) [81]. 
 Ôізичні властивості KDP-кристалів було описано в багатьох 
дослідженнях [82–85]. У цих же дослідженнях представлено 

  
д      е 

 
            ж                                з                                     і 

Продовження Рис. 1. 
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термодинамічну теорію фероелектриків різних структур, зокрема 
KDP-кристалів. 
 Нижче буде наведено статистичну теорію KDP-кристалів, роз-
роблену на основі молекулярно-кінетичних уявлень, яка умож-
ливлює визначити, пояснити й обґрунтувати їхні фізичні власти-
вості. 
 Вже давно було встановлено, що фазові переходи з пара- у фе-
рофазу сеґнетоелектриків і сеґнетоеластиків є переходами типу 
впорядкування [66, 81–85]. Викликає певний інтерес визначення 
температурної залежности параметра порядку (Т), пропорційно-
го ступеню спонтанної поляризації та деформації, а також вияс-
нення умов, за яких фазовий перехід KDP-кристалів виявиться 
перетворенням другого роду, близьким до першого, оцінка тем-
ператури Êюрі (Т0) фазового переходу, встановлення залежностей 
параметра порядку від напружености зовнішнього електричного 
поля (Е) або зовнішнього орієнтованого механічного напружен-
ня та можливостей прояву особливостей на останніх залежнос-
тях, оцінка конфіґураційної тепломісткости, її температурної за-
лежности С(Т) та стрибка в точці фазового переходу, визначення 
температурних залежностей прямої та оберненої діелектричних 
проникностей  або чутливости  (1), перевірка правильно-
сти закону Êюрі–Вейсса для величини 1/ [86–88]. Відповіді на 
ці питання розкриваються нижче в тексті статті. 

2. СТРУКТУРА KDP-КРИСТАЛІВ. ПАРАМЕТРИ ПОРЯДКУ 

Структуру Н22 кристалу дигідрофосфату Êалію KH2PO4 (KDP) бу-
ло вперше досліджено Вестом [89] і в подальшому уточнено в ро-
ботах [90, 91]. Елементарна комірка кристалу в парафазі за Вес-
том [89] є тетрагональною з параметрами ґратниці а7,434 Å, 
с6,945 Å (рис. 2, а). 
 Ôразер увів до розгляду орторомбічну елементарну комірку, в 
якій вектори а1, а2 є діягоналями Вестової комірки (рис. 2, б). 
Параметри ґратниці за Ôразером а1, а2 у парафазі є однаковими 
(а1а2); у ферофазі за температури у 116 Ê вони становлять: 
а110,53 Å, а210,44 Å, с6,90 Å. 
 Термооброблення в електричному полі дає змогу одержати од-
нодоменний кристал [92]. 
 Як видно з рисунку 2, у вузлах кристалічної ґратниці розта-
шовуються атоми Êалію (K) та Ôосфору (P). Êожен з атомів Ôо-
сфору оточений чотирма атомами Оксиґену (O); групи РO4 утво-
рюють майже правильні тетраедри, центрами яких є атоми Ôос-
фору (P). 
 Êожна група PO4 пов’язана з чотирма сусідніми групами гідро-
ґеновими зв’язками довжиною близько 2,4 Å. Гідроґеновий 
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зв’язок направлений перпендикулярно до осі с і завжди пов’язує 
«верхній» Оксиґен однієї групи PO4 з «нижнім» Оксиґеном сусі-
дньої групи, як показано на рис. 2, а. 
 На кожному такому зв’язку є два положення рівноваги атомів 
Гідроґену на віддалі близько 0,5 Å один від одного, які в парафа-
зі розподіляються статистично невпорядковано; водночас спон-
танна поляризація та деформація речовини відсутні. З понижен-
ням температури при Т150С123 Ê відбувається впорядку-
вання атомів Гідроґену, які переважно починають розміщуватися 
в одному з вищезгаданих рівноважних положень [93–96], напри-
клад поблизу «верхніх» або «нижніх» атомів Оксиґену, і здійс-
нюється фазовий перехід у ферофазу. У такому стані біля кожної 
групи PO4 завжди знаходяться лише два атоми Гідроґену. Атоми 
Êалію K оточено вісьмома атомами Оксиґену різних тетраедрич-
них груп PO4, з яких чотири (у площині, перпендикулярній осі с) 
знаходяться ближче, а чотири (два вище і два нижче) — далі 
щодо атомів Êалію. 
 Упорядкування атомів Гідроґену змінює структуру кристалу: 
ґратниця стає ромбічною; воднораз квадратна основа ґратниці за 
Вестом витягується вздовж однієї з діягоналей і скорочується 

  
                        а                                                 б 

Рис. 2. Елементарна комірка дигідрофосфату Êалію KH2PO4. (а) Тетра-

гональна структура параелектричної модифікації за Вестом [89]. (б) Ор-
торомбічна структура фероелектричної модифікації за Ôразером (атоми 
Оксиґену та Гідроґену не показано). Стрілки вказують напрями змі-
щень атомів Êалію (K) і Ôосфору (Р). Пунктирними прямими зазначено 
міжвузлові віддалі, взаємодія між атомами K і P на яких береться до 

уваги в розрахунках.  — атоми Êалію (K);  — атоми Ôосфору (P), 

 — атоми Оксиґену (O);  — атоми Гідроґену (H).2 
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вздовж іншої. Упорядкування атомів Гідроґену викликає значне 
зміщення атомів Êалію (K) та Ôосфору (P) у протилежних на-
прямках по осі с (рис. 2, б) відносно Оксиґенового каркасу, який 
практично не зміщується. Зміщення атомів Êалію та Ôосфору 
зумовлює спонтанну поляризацію та деформацію кристалу, які 
направлені по осі c. Водночас зміщення атомів Гідроґену є пер-
пендикулярними до осі c і не дають внеску у спонтанну поляри-
зацію. Зі зміною знаку спонтанної поляризації атоми Гідроґену 
зміщуються з одного положення рівноваги в інше [95]. 
 Під час розробки статистичної теорії спонтанної поляризації 
KDP-кристалів будемо розглядати ґратницю за Ôразером і врахо-
вувати взаємодії пар атомів K–K, P–P, K–P (під P маємо на увазі 
атом Ôосфору з його найближчими чотирма атомами Гідроґену) 
на віддалях 

 
1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 4 1 4 2

/ 2, / 2, / 2,

1 1 1
, , ,

4 2 2

r a  r a  r c

r a a c  r a c  r a c

   

       
 (1) 

яких зазначено пунктирними прямими зі стрілками на рис. 2, б. 
Взаємодії інших атомів не дають внески у спонтанну поляриза-
цію та деформацію; тому їх можна не враховувати. 
 У парафазі а1а2а, і віддалі (1), відповідно, дорівнюють 

 

0 0

1 1 1 2

0 2 2 0 2 2

3 4 4 4

/ 2 ,  / 2,

1 1
2 ,  .

4 2

r r r a r c

r a c r r r a c

    

      
 (2) 

Для гідрофосфату Êалію їхні чисельні значення (в [Å]) наступні: 

 
1 1 2 3 4 4

5,22, 5,265, 3,45, 4,1, 6,26, 6,29r r r r r r         . (3) 

Оскільки віддалі 
1 1
,  r r   і 

4 4
,  r r   відрізняються одна від одної лише 

другим знаком після коми, у розрахунках будемо припускати, 
що 

1 1
r r   і 

4 4
r r  . 

 Через упорядкування та зміщення атомів Êалію та Ôосфору 
віддалі (1) змінюються (зменшуються або збільшуються) у порів-
нянні з їхніми значеннями (2) за невпорядкованого розташуван-
ня. Наближено можна покласти: 

0 0 0 0

1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 4 4
,  ,  ,  r r r r r r r r r r r r                   , (4) 

де величини i (i1, 2, 3, 4) беруться зі знаком «» чи «» зале-
жно від збільшення чи зменшення міжатомової віддалі. 
 Із зміщенням атомів Êалію та Ôосфору деякі міжатомові від-
далі (у площинах, перпендикулярних до осі с) залишаються не-
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змінними. 
 Êристалічну ґратницю KPD-кристалу зручно розбити на дві 
підґратниці для атомів калію K і фосфору P відповідно, які у фе-
рофазі зміщуються у протилежних напрямках. За впорядкування 
атоми Êалію зміщуються угору (рис. 2, б; назвемо ці зсуви пра-
вими (r)), а атоми Ôосфору — униз (їх називатимемо лівими (l)). 
У невпорядкованому стані та на перших стадіях упорядкування 
зміщення атомів K та P можуть бути правими та лівими. Зсу-
нення атомів Êалію та Ôосфору вважатимемо колінеарними. 
Ймовірності правих і лівих зміщень атомів K та P у підґратни-
цях позначатимемо так: 

 
(1) (2)(1) (2)

(1) (1) (2) (2)

1 1 2 2

,  , ,  l lr r
r l r l

N NN N
P P P P

N N N N
    , (5) 

де NN1N2 — числа вузлів (атомів K та Р сумарно) у підґрат-
ницях; воднораз число всіх вузлів ґратниці дорівнює 2N; 

(1) (1) (2) (2)
,  ,  ,  r l r lN N N N  — числа атомів K і Р відповідно у підґрат-

ницях (першій і другій) з правим (r) і лівим (l) зміщеннями. 
 Ймовірності (5) пов’язані співвідношеннями: 

 (1) (1) (2) (2)
1, 1r l r lP P P P    . (6) 

 Вводимо до розгляду параметри порядку для кожної з підґрат-
ниць: 

 
(1) (1) (2) (2)

1 2
,  r l r lP P P P      . (7) 

 За повного розупорядкування, коли ймовірності правих і лівих 
зміщень всіх атомів K та P однакові, параметри порядку дорів-
нюють нулю 

1 2
0    . За повного порядку всі атоми Êалію ма-

ють праві зміщення 
(1) (1)

1, 0r lP P  , а всі атоми Ôосфору — ліві 
зміщення  (2) (2)

0, 1r lP P ; у цьому випадку параметри порядку 
максимальні, за абсолютним значенням дорівнюють одиниці 

1 2
1     та протилежні за знаком 

1 2
   . Зміна знаків па-

раметрів порядку на протилежні означає, що перша та друга під-
ґратниці помінялися ролями. Отже, маємо можливі зміни пара-
метрів порядку в межах 

 
1

1 1      і, відповідно, 
2

1 1     . (8) 

 Рівняння (5), (6) уможливлюють виразити 
(1) (1) (2) (2)

,  ,  ,  r l r lP P P P  
через параметри порядку: 

 
(1) (1) (2) (2)1 1 2 2

1 1 1 1
, ,  ,  

2 2 2 2
r l r lP P P P

       
    . (9) 
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3. ВІЛЬНА ТА ВНУТРІШНЯ КОНФІҐУРАЦІЙНІ ЕНЕРГІЇ. 
РІВНЯННЯ ТЕРМОДИНАМІЧНОЇ РІВНОВАГИ 
З УРАХУВАННЯМ ТЕМПЕРАТУРИ КЮРІ 

Для вирішення поставлених завдань слід розрахувати та досліди-
ти вільну енергію та термодинамічний потенціял кристалу [97]. 
 Вільну енергію системи визначаємо за формулою 

 lnF U kT G  , (10) 

де U — внутрішня конфіґураційна енергія, G — термодинамічна 
ймовірність, k — Больцманнова стала, Т — абсолютна темпера-
тура. 
 Внутрішня конфіґураційна енергія визначається сумою енергій 
парних взаємодій атомів K–P, K–K, P–P на віддалях (1). З ура-
хуванням взаємодій всіх пар атомів Êалію та Ôосфору на відда-
лях, прийнятих у (2) та (4), внутрішню енергію можна записати 
у вигляді 

           

       

       

       

   

(12) (12) (12)

KP 1 KP 1 KP 1 1 KP 1 1 KP 2 KP 2

(12) (12)

KP 2 2 KP 2 2 KP 2 2 KP 2 2

(11) (11)

KK 3 KK 3 KK 3 3 KK 3 3

(11) (22)

KK 3 3 KK 3 3 PP 3 PP 3

(22) (22

PP 3 3 PP 3 3 PP

U N r r N r r N r r

N r r N r r

N r r N r r

N r r N r r

N r r N

           

             

        

        

          

       

       

       

       

   

)

3 3 PP 3 3

(12) (12)

KP 3 KP 3 KP 3 3 KP 3 3

(12) (11)

KP 3 3 KP 3 3 KK 4 KK 4

(11) (11)

KK 4 4 KK 4 4 KK 4 4 KK 4 4

(22) (22)

PP 4 PP 4 PP 4 4 PP 4 4

(22)

PP 4 4 PP 4 4
,

r r

N r r N r r

N r r N r r

N r r N r r

N r r N r r

N r r

     

        

        

            

        

     

(11) 

де    ( ) ( )
,  

ij ij

n n nN r N r     — числа пар атомів сорту , K, Р, 
які знаходяться у вузлах типу i, j1, 2 на віддалях rn або n nr  
(n1, 2, 3, 4), вказаних у дужках, а величини    ,  n n nr r      
є енергіями взаємодії пар атомів , K, Р, взятими з оберненим 
знаком, на віддалях rn і n nr    відповідно. В формулі (11) верхні 
індекси «0» у величин rn випущено. 
 Нижче енергії міжатомової взаємодії записуватимемо так: 

(1) (1) (1)

KP 1 KP KP 1 1 KP KP

(2) (2) (2)

KP 2 KP KP 2 2 KP KP

( ) ,  ( ) ,

( ) ,  ( ) ,

r r

r r

         

         
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(3) (3) (3)

KK 3 KK KK 3 3 KK KK

(3) (3) (3)

PP 3 PP PP 3 3 PP PP

(3) (3) (3)

KP 3 KP KP 3 3 KP KP

(4) (4) (4)

KK 4 KK KK 4 4 KK KK

(4) (4)

PP 4 PP PP 4 4 PP P

( ) ,  ( ) ,

( ) ,  ( ) ,

( ) ,  ( ) ,

( ) ,  ( ) ,

( ) ,  ( )

r r

r r

r r

r r

r r

         

         

         

         

         (4)

P
.

 

(12)

 

 Розрахунок чисел пар    ( ) ( )
,  

ij ij

n n nN r N r     для досліджуваної 
структури (рис. 2, б) дає наступні вирази: 

 

   

   

   
   
   

   

2 2

2 2

2 2

(12) (1) (2) (1) (2)

KР 1

(12) (1) (2) (1) (2)

KР 2

(11) (1) (1)

KK 3

(22) (2) (2)

PP 3

(12) (1) (2) (1) (2)

KР 3

(11) (1) (1)

KK 4

(2

PP

4 0,

2 0,

2 2 ,

2 2 ,

4 0,

4 4 ,

r r l l

r r l l

r l

r l

r r l l

r l

N r N P P P P

N r N P P P P

N r N P P N

N r N P P N

N r N P P P P

N r N P P N

N

  

  

  

  

  

  

   
   

   
   

   

2 2
2) (2) (2)

4

(12) (1) (2) (2) (1)

KР 1 1

(12) (1) (2) (2) (1)

KР 2 2

(11) (1) (1) (22) (2) (2)

KK 3 3 PP 3 3

(12) (1) (2) (2) (1)

KР 3 3

4 4 ,

4 4 ,

,

2 0,  2 0,

2 2 ,

r l

r l r l

r l r l

r l r l

r l r l

r N P P N

N r N P P P P N

N r N P P P P N

N r NP P N r NP P

N r N P P P P N

N

  

    

    

       

    

   (11) (1) (1) (22) (2) (2)

KK 4 4 PP 4 4
4 0,  4 0.r l r lr NP P N r NP P       

(13)

 

Праворуч у формулах (13) виписано значення чисел пар, що роз-
глядаються, за повного впорядкування, коли 

(1)
1,rP   

(1)
0,lP   

(2)
1,rP   

(2)
1lP  . 

 Підставляючи числа атомових пар (13) у формулу (11) для ене-
ргії U, з урахуванням співвідношень (6) знаходимо внутрішню 
енергію кристалу, виражену через ймовірності (5), у вигляді 

 
 

   

(1) (2) (3) (3) (3)

KP KP KK PP KP

(4) (4) (1) (2) (2) (1)

KK PP l l

2 2 2

2 2 ,r r

U N

P P P P

           

      


 (14) 

де 
(1)

KP
   . 
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 Підставляючи в одержану формулу (14) ймовірності (9), знахо-
димо конфіґураційну енергію 

  1 2
2U N        (15) 

як функцію параметрів порядку 
1 2
,     й енергетичних констант  

і . У (15) введено наступне позначення: 

    (1) (2) (3) (3) (3) (4) (4)

KP KP KK PP KP KK PP2 2 2 .                  (16) 

 Термодинамічна ймовірність G визначається правилами комбі-
наторики: 

    (1) (1) (2) (2)

1 2
! ! ! ! ! !r l r lG N N N N N N  . (17) 

 Беручи до уваги Стирлінґову формулу lnX!X(lnX1), слуш-
ну для великих чисел Х, з урахуванням формул (5) для ймовір-
ностей (1) (1) (2) (2)

,  ,  ,  r l r lP P P P  знаходимо натуральний логаритм тер-
модинамічної ймовірности G у вигляді 

  (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
ln ln ln ln lnr r l l r r l lG N P P P P P P P P     , (18) 

який, з урахуванням формул (9), набуває вигляду 

 

   

   

1 1
1 1

2 2
2 2

1 1 1
ln 1 ln 1 ln

2 2 2

1 1
1 ln 1 ln .

2 2

G N
   

       


    
      



 (19) 

 Підставляючи у формулу (10) для вільної енергії F співвідно-
шення (14), (18) або (15), (19) для величин U і lnG, знаходимо 
вільну енергію кристалу, виражену через ймовірності 

(1) (1) (2) (2)
,  ,  ,  r l r lP P P P  або через параметри порядку 

1 2
,     відповідно, 

у вигляді 

 
 (1) (2) (2) (1)

(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)

2 2

ln ln ln ln ,

r l r l

r r l l r r l l

F N P P P P

kTN P P P P P P P P

         
 

     

 (20) 

або 

 

   

     

1
1 2 1

1 2 2
1 2 2

1 1
2 1 ln

2 2

1 1 1
1 ln 1 ln 1 ln .

2 2 2

F N kTN
 

          


      
         



 (21) 
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Остання формула визначає залежність вільної енергії кристалу 
від температури Т, параметрів порядку 

1 2
,     й енергетичних 

констант , . 
 Зміна вільної енергії системи зі зміною параметрів порядку від 
значень 

1 2
,     до нуля в розрахунку на один вузол кристалічної 

ґратниці дорівнює 

 

 
 

     

1 2 1
1 2 1

1 2 2
1 2 2

, (0,0) 1
1 ln

2 4 2

1 1 1
1 ln 1 ln 1 ln 2ln2 .

2 2 2

F F kT
f

N

    
          



      
          



(22) 

 Умови термодинамічної рівноваги системи визначаються рівно-
стями: 

 
1 2

/ 0, / 0f f      , (23) 

які з урахуванням формули (22) дають співвідношення: 

 1 2
2 1

1 2

1 1
ln 4 ,  ln 4

1 1
kT kT

   
     

   
. (24) 

Одержані рівняння (24) допускають розв’язки 
2 1
    і 

2 1
   . 

За таких замін перше рівняння (24) переходить у друге і навпа-
ки. Нас цікавить перший розв’язок 

 
1 2

     , (25) 

яке відповідає зміщенням атомів Êалію та Ôосфору в протилеж-
них напрямках. В цьому випадку обидва рівняння термодинамі-
чної рівноваги (24) системи перетворюються на одне. 
 Вільна енергія (22) та рівняння рівноважного стану (24) набу-
вають вигляду: 

    2 1 1
1 ln 1 ln 2ln2

2 2 2

kT
f

    
            

 
, (26) 

 
1

ln 4
1

kT
 

 
 

. (27) 

 Вважаючи в рівнянні (27), що 0, знаходимо температуру 
фазового переходу (точку Êюрі) T0: 

 
0 0

2kT     ; (28) 

величина 0 є енергією впорядкування системи. 
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 У процесі впорядкування величина енергії впорядкування  
може залежати від міжатомових віддалей, а з урахуванням 
останніх — від параметра порядку . Розрахунки показують [97], 
що енергія впорядкування в загальному випадку є дробово-
раціональною функцією з поліномами в чисельнику та знамен-
нику четвертого степеня за параметром порядку . У окремих 
випадках ця залежність спрощується, і величина  може бути 
квадратичною функцією параметра . Розглянемо останній випа-
док, коли 

 2

0
     . (29) 

У такому варіянті температурна залежність параметра порядку 
( )T    визначається формулою 

  2

0

1
ln 2

1
kT

  
     

  
 (30) 

з температурою упорядкування (28). 
 На рисунку 3 наведено графіки температурної залежности па-
раметра порядку, побудовані за формулою (30) для різних зна-
чень безрозмірного енергетичного параметра /0. Експеримента-
льно така залежність характеризується графіками температурної 
залежности ступеня спонтанної поляризації Р(Т) на рис. 1, а. 
 Як видно з рисунку 3, характер залежности (Т) поблизу точки 
Êюрі сильно залежить від значення енергетичного параметра 
/0. За від’ємних значень величини  графіки (Т) навколо Т0 

 

Рис. 3. Розрахункові графіки температурної залежности параметра по-
рядку спонтанної поляризації, побудовані за формулою (30) для значень 
енергетичного параметра /0


0 (пунктирна крива), 0,2, 0,4, 0,6 

(криві 1, 2, 3 для знаку «» і 1, 2, 3 для знаку «»).3 
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виявляються пологими. Якщо ж 0, графіки в розглянутому 
температурному інтервалі (поблизу Т0) стають крутими, і зі збі-
льшенням числового значення величини  фазовий перехід на-
віть може виявитися перетворенням першого роду. 
 З порівняння розрахункових графіків на рис. 3 з експеримен-
тальними на рис. 2, а можна зробити висновок про те, що в KDP-
кристалах, в яких перетворення парафази у ферофазу відбуваєть-
ся за типом переходу другого роду, близьким до першого роду, 
залежність (Т) має описуватися функцією (30) з додатнім 
значенням енергетичного параметра , наприклад /00,2. У 
цьому випадку параметер порядку, так само як і спонтанна по-
ляризація, поблизу температури Êюрі змінюється неперервно, 
але різко. 

3. КОНФІҐУРАЦІЙНА ТЕПЛОМІСТКІСТЬ 

Знаючи внутрішню енергію системи, яка з розрахунку на один 
вузол кристалічної ґратниці для 

1 2
      з урахуванням фор-

мул (15) і (29) дорівнює 

  2 2

0

1

2 2

U
u

N
       , (31) 

можна оцінити температурну залежність тепломісткости за фор-
мулою 

  2

0
2

u u d d
C

T dT dT

   
       
 

. (32) 

 Для цього температурні залежності величин  та d dT  мають 
бути визначені з формули (30). Диференціюючи рівність (30) за 
температурою, знаходимо похідну d dT : 

 2

0 2

1
ln 6

2 1 1

d k kT

dT

   
     

    
, (33) 

а далі тепломісткість С в одиницях Больцманнової сталої як 

 

2

20

2

0

1
1 2 ln

1

/
2 1 6

1

oС

k kT

   
   

   
  

   
   

. (34) 

 На рисунку 4 наведено графіки функції С(Т) в області фазового 
переходу, побудовані за формулою (34) для різних значень безро-
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змірного енергетичного параметра /0; воднораз для кожного 
значення величини /0 і певної температури за формулою (30) 
визначалося значення параметра порядку , яке потім підставля-
лося у формулу (34). 
 Як видно з рисунку 4, в точці фазового переходу конфіґура-
ційна тепломісткість зростає та має пік, який є тим гострішим і 
вищим, чим більше значення величини /0. Це означає, що в 
KDP-кристалах фазовий перехід параелектрик–фероелектрик 
здійснюється за позитивних значень величини /0 і має бути 
близьким до переходу першого роду; водночас зі збільшенням ко-
ефіцієнта /0 зростає стрибок тепломісткости в точці Êюрі T0. 
 Порівняння розрахункового графіка (рис. 4) з експерименталь-
ними графіками (рис. 1, в, г) вказує на якісну відповідність тео-
рії експерименту. 

5. ТЕРМОДИНАМІЧНИЙ ПОТЕНЦІЯЛ. ЗАЛЕЖНІСТЬ 
ПАРАМЕТРА ПОРЯДКУ ВІД НАПРУЖЕНОСТИ 
ЕЛЕКТРИЧНОГО ПОЛЯ 

Якщо досліджуваний кристал перебуває у зовнішньому електри-
чному полі з напруженістю E  та під дією зовнішнього механіч-
ного орієнтованого напруження  , то його стан буде визначатися 

 

Рис. 4. Розрахункові графіки температурної залежности конфіґурацій-
ної тепломісткости кристалу в області фазового переходу, побудовані за 
формулою (34) з урахуванням залежности (Т) (30) для значень енерге-
тичного параметра /00, 0,05, 0,1 (криві 1, 2, 3).4 
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термодинамічним потенціялом. Воднораз ступінь спонтанної по-
ляризації P та деформації X будуть пропорційні параметру по-
рядку : 

 ,  P k X k     . (35) 

Тому термодинамічний потенціял може бути визначений за фор-
мулою 

 2 2F F NkE Nk          EP X , (36) 

де знаки «» і «–» відповідають роботі зовнішніх сил або роботі, 
яка виконується системою. 
 З урахуванням формул (26), (35) і (36) змінення термодинаміч-
ного потенціялу у розрахунку на один вузол кристалічної ґрат-
ниці буде дорівнювати 

 

 

   

2 2

0

( ) (0) 1

2 2

1 1 1
1 ln 1 ln 2ln2 .

2 2 2

N

kT k E k

   
        

    
            

 

(37) 

 Рівняння рівноважного стану набуває вигляду: 

  2

0

1 1
2 ln 0

2 1
kT k E k

 
          

 
. (38) 

 За відсутности зовнішніх сил (Е0), вважаючи у (38) 0 
і враховуючи, що 0kT0, знаходимо температурну залежність 
параметра порядку поблизу точки Êюрі у вигляді 

 
 0

2

k T T



. (39) 

З цього співвідношення випливає, що без порядку за температу-
ри TT0 маємо 0. Якщо ж TT0, то для фазового переходу 
другого роду має бути 0. Однак за фазових переходів, близь-
ких до першого роду, температура фазового перетворення може 
дещо перевищувати температуру Êюрі, і, як було з’ясовано вище, 
можливим є випадок, що упорядкований стані поблизу точки 
Êюрі матимемо для TT0 та 0. 
 Вважаючи в рівнянні (38) 0, знаходимо співвідношення 

  2

0

1 1
2 ln

2 1
k E kT

 
      

 
, (40) 

яке визначає залежність параметра порядку від напружености 
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зовнішнього поля (Е). Задаючи в рівнянні (40) різні числові 
значення параметра порядку (0 1   ), можна визначити вели-
чину k'E для певних температур і побудувати для заданих темпе-
ратур графіки (Е). 
 Зручно ввести у розгляд безрозмірну величину 

  0 0
/x T T T   (41) 

і встановити залежність (Е) для різних значень х. У цьому ви-
падку формула (40) набуває вигляду 

  2

0 0

1 1
2 1 1 ln

2 1

k
E x

    
      

    
. (42) 

 Поблизу точки Êюрі, де 0,з урахуванням, що 
1

ln 2
1

 


 
, 

замість формули (42) можна одержати наближену формулу 

 
3

0 0

2
k

E x
 

   
 

. (43) 

 З формул (42), (43) випливає, що залежність (Е) має бути не-
лінійною. 
 На рисунку 5 зображено графіки залежности (Е), побудо-
вані за наближеною формулою (43) (неперервні криві) та більш 
точною формулою (42) (пунктирні криві) для різних значень ве-

 

Рис. 5. Розрахункові графіки параметра порядку, що характеризує сту-
пінь спонтанної поляризації, для різних температур (х(ТТ0)/Т0), 
залежно від напружености зовнішнього електричного поля, побудовані 
за формулами (43) (неперервні криві 1, 2, 3, 4) та (42) (пунктирні криві 
2, 4) для /00,5 і числових значень величини х0, 0,5, 1, 2 (криві 
1, 2, 3, 4).5 
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личини x і енергетичного параметра /00,5. Як видно з рис. 5, 
залежність (Е) є нелінійною, але зі збільшенням значення x на-
ближається до лінійної. Графіки, що відповідають значенню х1 
і побудовані за формулами (42), (43), збігаються. Для х1 пунк-
тирні криві, що відповідають більш точній формулі (42), прохо-
дять вище, а для х1 — нижче неперервних кривих, побудова-
них з використанням наближеної формули (43). Êрім того, пунк-
тирна крива 2' має особливість у вигляді наявности екстремуму 
величини Е. Це можна пояснити тим, що додатні значення пара-
метра 0 відповідають фазовому переходу першого роду. Діля-
нка АВ кривої 2' (рис. 5) відповідає нестабільному стану та не ре-
алізується. Для значення параметра порядку, що відповідає точці 
А (0,9), має відбуватися різке за фазових переходів першого 
роду стрибкоподібне зменшення ступеня поляризації кристалу до 
нульового значення. Тому особливість, виявлена в розрахунках, 
не має проявитися експериментально. 
 Порівняння розрахункових графіків (рис. 5) для 0 з експе-
риментальними кривими (рис. 1, б) вказує на їхню якісну відпо-
відність. 

6. ДІЕЛЕКТРИЧНА СПРИЙНЯТЛИВІСТЬ 

Ôормули (42) або (43) уможливлюють оцінити діелектричну сприй-
нятливість  або діелектричну проникність 1 кристалу. 
 Діелектрична сприйнятливість визначається формулою 

 
0

/ /P E k E        , (44) 

де 0 — електрична постійна, яку включаємо у коефіцієнт k'. 
 Для дигідрофосфату Êалію діелектрична проникність є тензо-
ром з компонентами 11, 22, 33. Розглянемо компоненту вздовж 
полярної осі с с33 та відповідну їй діелектричну сприйнятли-
вість . 
 Використовуючи наближену формулу (43), яка є слушною поб-
лизу точки Êюрі, знаходимо співвідношення 

 
2 21

6k x   


, (45) 

що з урахуванням формул (39) і (41) дає 
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   
  
    

 (46) 

 Як бачимо з одержаних виразів (46), у цьому випадку викону-
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ється правило неґативної двійки: 

 
0 0

2
E E

P P 

    
    

    
. (47) 

 Використовуючи більш точну формулу (42), одержуємо оберне-
ну діелектричну сприйнятливість у вигляді 

 

1

2

0

0

1 2
2 1 , якщо 0,1

2

, якщо 0.

x
x xk

x

    
         

       
 

 (48) 

 Як бачимо із цих співвідношень, залежність оберненої діелект-
ричної сприйнятливости від температури 1 ( )x  за відсутности 
дипольного впорядкування (0) є лінійною. Однак за 0 ця 
залежність вже є нелінійною. Та поблизу точки Êюрі (х0) за-
лежність 1 ( )x  близька до лінійної; тому слушним є й правило 
неґативної двійки. Діелектрична ж сприйнятливість для х0 
(ТТ0) збільшується до нескінченности (0). 
 Порівняння одержаних розрахункових графіків з експеримен-
тальними на рис. 1, д для діелектричної проникности знову вка-

 

Рис. 6. Розрахункові графіки температурної залежности (х (ТТ0)/Т0) 
оберненої (1/ — суцільні криві) та прямої ( — пунктирні криві) діе-
лектричних сприйнятливостей, побудовані за формулою (48) для чисе-
льного значення енергетичного параметра 2/0–0,15.6 
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зує на їхню якісну відповідність. Ці закономірності ілюструються 
графіками на рис. 6, побудованими для енергетичного параметра 
2/0,15. Залежність 1/с(T) для кристалу KH2PO4 за 
TТ0123 Ê є лінійною. Для TТ0 експериментальний графік 
с(T) має гострий пік. 
 Також варто зазначити, що, оскільки для досліджуваних кри-
сталів параметри порядку спонтанної поляризації та деформації 
збігаються, то температурні залежності для прямої й оберненої 
пружніх податливостей можна одержати аналогічними до одер-
жаних для прямої й оберненої діелектричних проникностей. Для 
цього в рівнянні (38) слід покласти Е0; в результаті одержуємо 
залежність (), аналогічну тій, що випливає з рівняння (40) для 
(Е). 
 Такі дослідження уможливлюють пояснити й обґрунтувати 
збільшення спонтанної деформації X з пониженням температури 
TТ0 (рис. 1, ж), різке зменшення модуля пружности C66 (рис. 
1, з) та модуля зсуву G (рис. 1, і) в точці Êюрі. Водночас, відпо-
відно до теоретичних розрахунків, залежність G(T) для кристалу 
KH2PO4 поблизу температури Êюрі має бути лінійною, що прояв-
ляється й експериментально, а нахили кривої G(T) для T T0 і 
TT0 є такими, що танґенс кута нахилу першого за абсолютною 
величиною перевищує такий для TT0. 

7. ВИСНОВКИ 

Таким чином, розроблена статистична теорія спонтанної поляри-
зації та деформації у нанодисперсних порошків KDP-кристалів з 
урахуванням інтерпретації фазового переходу параелектрик–
фероелектрик як типу впорядкування дала змогу встановити та 
пояснити температурну залежність параметра порядку, характер 
цієї залежности, близький до переходу першого роду, залежність 
параметра порядку від напружености зовнішнього електричного 
поля, обґрунтувати прояв її нелінійности. 
 З’ясовано особливість температурної залежности конфіґура-
ційної тепломісткости та показано, що вона близька до експери-
ментальної саме для випадку фазового переходу, близького за 
родом до першого. 
 Також показано, що температурні залежності прямої й оберне-
ної сприйнятливостей є такими, що справедливим є закон Êюрі–
Вейсса (нелінійна залежність величини 1/ від температури), а 
поблизу точки Êюрі виконується правило від’ємної двійки. 
 Усі виявлені закономірності було порівняно з експерименталь-
ними даними й одержано якісну відповідність результатів розра-
хункової аналізи й експерименту, що свідчить про коректність 
(адекватність) розробленої статистичної теорії. 
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1 Fig. 1. Experimental graphs of temperature dependence of spontaneous polarization Р(Т) 

(а), heat capacity С(Т) (в, г), direct and inverse dielectric constant с(Т) (д), coefficient of 

thermal conductivity (Т) (е), spontaneous deformation Х(Т) (ж), elastic constant Cii(Т) (з), 
shear modulus G(T) (і), as well as the dependence of spontaneous polarization on the electric 

field intensity Р(Е) (б) of KDP crystals near the temperature of the paraelectric–ferroelectric 

phase transition (marked by circles on the abscissa axis of the curves (a)). 
2 Fig. 2. Unit cell of potassium dihydrogen phosphate KH2PO4. (а) Tetragonal structure of 

paraelectric modification according to West [89]. (б) Orthorhombic structure of the Fraser 
ferroelectric modification (oxygen and hydrogen atoms not shown). Arrows indicate the direc-
tions of displacements of potassium (K) and phosphorus (P) atoms. Dotted lines indicate the 
internodal distances; the interaction between the K and P atoms is taken into account in the 

calculations. —potassium atoms (K), —phosphorus atoms (Р), —Oxygen atoms (О), 

—hydrogen atoms (Н). 
3 Fig. 3. Calculated graphs of the temperature dependence of the spontaneous-polarization 
order parameter constructed according to formula (30) for the values of the energy parameter 

/00 (dashed curve), 0.2, 0.4, 0.6 (curves 1, 2, 3 for the ‘’ sign and 1, 2, 3 for the 

‘’ sign). 
4 Fig. 4. Calculated graphs of the temperature dependence of the configurational heat capaci-
ty of the crystal in the phase-transition region constructed according to formula (34) taking 

into account the dependence (Т) (30) for the values of the energy parameter /00, 0.05, 

0.1 (curves 1, 2, 3). 
5 Fig. 5. Calculated graphs of the order parameter characterizing the degree of spontaneous 

polarization for different temperatures (х(ТТ0)/Т0) depending on the intensity of the 

external electric field constructed according to formulas (43) (continuous curves 1, 2, 3, 4) 

and (42) (dashed curves 2, 4) for /00.5 and numerical values of the quantity x0, 0.5, 

1,; 2 (curves 1, 2, 3, 4). 
6 Fig. 6. Calculation graphs of temperature dependence (х(ТТ0)/Т0) of inverse 1/ (solid 

curves) and direct  (dashed curves) of dielectric susceptibility constructed according to for-

mula (48) for the numerical value of the energy parameter 2/0–0.15. 


