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Розроблено інженерну методику розрахунку напружено-деформованого 
стану й оцінювання міцности тришарового Cu/Ni/Cr-покриття плаского 
деталю за дії локального навантаження. Пара цупких хромового та ні-
клевого шарів розглядається як кусково-однорідна пластина, а подат-
ливий мідний шар підпорядковується Вінклеровій гіпотезі про пропор-
ційність напружень і переміщень. Досліджено розподіл напружень у 
шаруватому покритті та визначено коефіцієнти запасу міцности залеж-
но від механічних властивостей і товщини компонент. Загалом встано-
влено, що граничний стан неоднорідного покриття може визначатися 
не максимальним еквівалентним напруженням, а мінімальним коефіці-
єнтом запасу міцности. 

The engineering methodology for calculating the stress–strain state and 
evaluating the strength of a three-layer chromium–nickel–copper coating 
of flat part under the action of the local load is developed. A pair of hard 
chromium and nickel layers is considered as a piecewise-homogeneous 
plate; the malleable copper layer is subject to Winkler’s hypothesis of the 
proportionality between stress and displacement. The stress distribution 
in the layered coating is studied, and the safety factor is determined de-
pending on the mechanical properties and thickness of the components. In 
general, as established, the limit state of an inhomogeneous coating could 
be determined not by the maximum equivalent stress, but by the mini-
mum of the safety factor. 
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per plating, local load, stress state, strength. 

(Отримано 7 травня 2022 р.; після доопрацювання — 20 лютого 2023 р.) 
  

1. ВСТУП 

До численних способів поверхневого зміцнення металевих деталів 
і виробів належать ультразвукове ударне, фрикційне, лазерне об-
роблення тощо [1–3]. Окрему нішу займають методи нанесення 
на поверхню тонких покриттів, наділених функціями захисту від 
зношування та корозії, наприклад, електрохемічне хромування в 
електроліті [4–7], ніклювання [8] й оксидування [9–11], електро-
іскрове леґування [12], йонно-плазмовий [13] і комбінований 
електронно-променевий [14] методи. Спираючись на теоретичні 
підходи на стадії вибору складу матеріялів [15–17] і враховуючи 
технологічну спадковість під час виготовлення [18–20], можна 
забезпечити функціонування виробів упродовж життєвого циклу 
[21]. 
 Покриті деталі мають подовжений ресурс експлуатації в парах 
тертя за присутности аґресивних середовищ [22–24]. Щоби доби-
тися багатоцільового результату, для поліпшення поверхні дета-
лю найчастіше застосовують функціонально ґрадієнтні, зокрема 
композиційні та шаруваті, покриття з надтонкими компонентами 
нано- чи мікроструктури [25–28]. Прикладом такого мультифун-
кціонального зміцнення є почергове міднення, ніклювання та 
хромування крицевого деталю. Тут кожний фраґмент виконує 
специфічну функцію: 
— внутрішній шар із міді забезпечує добре зчеплення покриття з 
крицевою основою та катодний захист від корозії; 
— проміжний шар із ніклю формує суцільну компоненту гладко-
го покриття, міцнішу за мідну; 
— зовнішній шар із хрому є найбільш корозійнотривким за ра-
хунок швидкої пасивації з утворенням оксидної плівки; висока 
твердість і малий коефіцієнт тертя забезпечують високу зносо-
стійкість покриття, а інколи важливою є і декоративна функція 
хрому. 
 Íині достатньо розвинутими є моделі та методи механіки ша-
руватих покриттів з урахуванням зміни температури та процесу 
дифузії [29–31]. Заслуговують на увагу також підходи до аналізи 
впливу тонких гнучких і композиційних покриттів на граничний 
стан пошкоджених пластинчастих [32–36] та оболонкових [37–
41] конструкцій і крихких тіл з поверхневими тріщинами [42]. 
 Окремий клас задач із синґулярним полем напружень станов-
лять дослідження деформування шаруватих покриттів під лока-
лізованим навантаженням. Íавантаження такого типу зустріча-
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ються за взаємочину поверхонь з абразивом або з продуктами 
зношування й окиснення, а також під час випробувань покриттів 
нано- та мікроіндентуванням [43, 44]. 
 Ó тих випадках, коли достатньо цупке покриття відокремлю-
ється від деталю податливим прошарком, для опису рівноваги 
покриття доцільно застосовувати теорію пластин (оболонок) на 
Вінклеровій основі. Це уможливлює понизити вимірність конти-
нууму та навіть досягти аналітичних результатів. Приклади та-
ких 1D-моделів наведено в статтях [45, 46] для крицевого деталю 
з Al2O3-покриттям на алюмінійовому підшарі та в публікаціях 
[47, 48] для інфрачервоного фільтра з кремнійовим покриттям на 
шаруватій Si/SiO-структурі. Якщо у композиції Cu/Ni/Cr пару 
Ni/Cr вважати неоднорідною пластиною, а мідний фраґмент — 
податливим прошарком, то згадана схема розрахунку може пре-
тендувати на успіх. Така ідея слугує мотивацією нашого дослі-
дження, спрямованого на розвиток одновимірного моделю розра-
хунку напруженого стану та граничної рівноваги тришарового 
покриття під локальним навантаженням. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ТА МОДЕЛЬ ПОКРИТТЯ 

Розглянемо елемент крицевої конструкції, на яку нанесено тонке 
покриття, що складається з внутрішнього мідного (Cu), проміж-
ного ніклевого (Ni) та зовнішнього хромового (Cr) шарів (рис. 1). 
З точки зору механіки пара цупких хромового та ніклевого шарів 
розглядається як кусково-однорідна пластина, яка працює на ви-
гин, а податливий мідний шар підпорядковується Вінклеровій 
гіпотезі про пропорційність напружень і пружніх переміщень. 
Для простоти крицева основа припускається абсолютно цупкою. 
Механічний контакт між компонентами на поверхнях спряження 
вважається ідеальним. Êомпозицію навантажено нормальною си-
лою P [Í/м], рівномірно розподіленою вздовж прямої, перпенди-

 

Рис. 1. Схема тришарового Cu/Ni/Cr-покриття під локальним наванта-
женням.1 
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кулярної до площини рисунка. Êрім того, припускаємо стан пла-
скої деформації (z0). Слід вивчити розподіл напружень у ша-
руватому покритті та встановити рівень допустимого локального 
навантаження. 
 Введемо систему Декартових координат з початком на поверхні 
та віссю Oy, спрямованою вглиб півпростору (рис. 1). За прийня-
тих припущень запишемо рівняння рівноваги двошарового кус-
ково-однорідного покриття на пружній основі [49]: 
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— кусково-сталі функції; ECr, ENi, ECu — модулі Юнґа, а Cr, Ni, 
Cu — Пуассонові коефіцієнти матеріялів покриття; hCr, hNi, hCu — 
товщини шарів; (x) — Діракова функція. 
 Íа безмежності зусилля та моменти згасають: 
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 Отож, крайова задача (1), (4) описує шукане поле вертикаль-
них переміщень пластини-покриття на пружній основі. 
 Зауважимо, що у разі надтонкого хромового шару 

Cr Ni
( )h h  

формули (2) та (3) спрощуються: 

3 2

Ni Ni Cr Cr Ni

2 2

Ni Cr
1 12 1 4

E h E h h
D  

   
, 

2

Ni Cr Ni
Cr 2

Cr Ni

11
1

2 2 1
C

h E
y h

E

  
   

  
. 

Ці вирази є уточненнями подібних результатів з праці [50]. 

3. РЕЗУЛЬТАТИ ТА АНАЛІЗА 

Розв’язок задачі (1), (4) знайшли у вигляді: 
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та контактне напруження на інтерфейсі Ni–Cu 
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 Íапруження у шаруватому покритті обчислюються за форму-
лами: 
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H h h h    — сумарна товщина трьох шарів. 
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 Міцність кожного з шарів оцінимо за Мізесовим критерієм. 
Так, умовою міцности для пласкодеформованого хромового пок-
риття буде 

     2 2 2 2

Cr Cr Cr Cr Cr
1 1 2 2 [ ]eq x y x y                  , 

для ніклевого шару — 
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Ni Ni Ni Ni Ni
1 1 2 2 [ ]eq x y x y                  , 

для мідної підкладинки — 

Cu
[ ]eq y     . 

Тут eq — еквівалентне Мізесове напруження; 
Cr Ni Cu

[ ] , [ ] , [ ]    — 
допустимі напруження для матеріялів композиційного покриття 
(а [ ] Y n   , де Y — границя плинности, а n — коефіцієнт за-
пасу). 
 Одержані результати дають можливість визначити величину 
допустимого навантаження, залежну від механічних і геометрич-
них характеристик шаруватого покриття. 
 Далі подаємо приклад оцінювання напруженого та граничного 
станів тришарової композиції під локальним навантаженням. 
Вихідні дані для обчислення еквівалентних напружень eq та ко-
ефіцієнта запасу міцности Y eqn     наведено в таблиці, а ре-
зультати розрахунків — на рис. 2–4. 
 Як видно з рисунків 2 та 3, напружений стан концентрується в 
околі лінії прикладання зосередженої сили, а найбільші еквіва-
лентні напруження спостерігаються на нижній грані ніклевого 
шару (на лінії  Cr Ni

( , ) 0, 0x y h h   ). 
 Оскільки маємо справу з неоднорідним покриттям, то для оці-
нки його граничного стану треба також взяти до уваги просторо-
вий розподіл характеристик міцности (у даному разі значення 
границь плинности кожного шару). Тому більш правильну хара-
ктеристику граничного стану шаруватого покриття дає розподіл 

ТАБЛИЦЯ. Механічні властивості шарів покриття.2 

Характеристики  
шарів 

Матеріял 

Cr Ni Cu 

E, ÃПа 280 210 110 

 0,21 0,3 0,35 

h, мкм 0,8 15 25 

Y, МПа 370 450 210 
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коефіцієнта запасу міцности (рис. 4). Íезважаючи на те, що мак-
симум еквівалентного напруження досягається в ніклевому шарі, 
гранична рівновага покриття найперше порушиться на поверхні 
хромового шару, там, де коефіцієнт запасу є найменшим. 

4. ВИСНОВКИ 

Розвинута методика розрахунку уможливлює в аналітичній фор-
мі відстежувати вплив механічних і геометричних характеристик 
Cu/Ni/Cr-покриття на його напружений стан і граничну рівнова-
гу під локальним навантаженням. 

 
a 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Розподіл еквівалентних напружень вздовж граней шарів: а — Cr, 

б — Ni, в — Cu; суцільні лінії — для верхніх, а штрихові — для нижніх 
граней.3 
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 Показано, що граничний стан шаруватого покриття може до-
сягатися не у місці максимуму еквівалентного напруження, а в 
місці мінімуму коефіцієнта запасу міцности. 
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1 Fig. 1. Scheme of three-layer Cu/Ni/Cr coating under local load. 
2 TABLE. Mechanical properties of layers. 
3 Fig. 2. Distribution of equivalent stress along the faces of the layers: a—Cr, б—Ni, в—Cu; 
solid lines are for the upper faces, and dashed lines are for the lower faces. 
4 Fig. 3. Distribution of equivalent stress over the thickness of the three-layer coating at 

x  0 (the ordinates of the interfaces are marked with dashed lines). 
5 Fig. 4. Distribution of the safety factor over the thickness of the three-layer coating at 

x  0 (the ordinates of the interfaces are marked with dashed lines). 
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